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❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t② λ✱ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✳ ■♥ ❛ ♠✉❝❤ ❝✐t❡❞ ♣❛♣❡r ✇❤✐❝❤ ✜rst ❡s✲
t❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❋r✐s❝❤✐❛♥ s②st❡♠✱ ❇r♦✇♥✐♥❣✱ ❉❡❛t♦♥✱ ❛♥❞
■r✐s❤ ✭✶✾✽✺✮ ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ❇❉■✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ λ✳ ❙✉❝❤ λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣❡r♠✐t ♦♥❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡r ✇❡❛❧t❤ ♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥❝♦♠❡
✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❧❛t❡♥t✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❡✳❣✳✱ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ❇r♦✇♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ▼❡❣❤✐r ✶✾✾✹✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❇❉■✱ ❇r♦✇♥✐♥❣ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ❋r②✱ ❛♥❞ ▼❡❣❤✐r ✭✶✾✾✵✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♦♠❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ s②st❡♠s✱ ❜✉t t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❇❉■✳ ❚❤♦✉❣❤ ❇❉■✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s ♦❧❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡s✉r❣❡♥t ✐♥t❡r❡st ✐♥
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ✭❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞s✮ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
s❡✈❡r❛❧ ✜❡❧❞s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦♥ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝
❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ✐♥ tr❛❞❡ ✭❡✳❣✳✱ ▼rá③♦✈á ❛♥❞ ◆❡❛r② ✷✵✶✹✮✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ r❡✲
❝❡♥t ✇♦r❦ ✐♥ ❧❛❜♦r ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❤❛s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❋r✐s❝❤ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❇❉■ ✭❑❡❛♥❡ ❛♥❞ ❘♦❣❡rs♦♥ ✷✵✶✷✱ ♦✛❡r ❛ s✉r✈❡② ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✮✳
❚❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❇❉■✬s t✇♦ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ✐s t❤❛t t❤❡ ✜rst ✭✏❈❛s❡ ✶✑✮

❤❛s q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❞❞✐t✐✈❡❧② λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭✏❈❛s❡ ✷✑✮ ❤❛s ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛❞❞✐t✐✈❡❧②
λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ❇r♦✇♥✐♥❣ ✭✶✾✽✻✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡s❡ t✇♦
❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s✿ ✭✐✮ ✐♥tr❛✲t❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✭✐✳❡✳✱ ❛♠♦♥❣
❣♦♦❞s ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞✮❀ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲t❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳
❇r♦✇♥✐♥❣ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ❋r②✱ ❛♥❞ ▼❡❣❤✐r ✭✶✾✾✵✮ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❈❛s❡ ✶ ❞❡♠❛♥❞s ❤❛✈❡

q✉✐t❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ✐♥tr❛✲t❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ✏✉♥❛ttr❛❝t✐✈❡✑ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❈❛s❡ ✷ ❞❡♠❛♥❞s ❢❛r❡ ❜❡tt❡r ✐♥ t❤✐s ❛❝❝♦✉♥t ♦♥ ❜♦t❤ ✐♥tr❛✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ✇❡✬r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t
t❤♦✉❣❤ ✐♥tr❛✲t❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✱ t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s ✐♠♣♦s❡ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚♦ s✉♣♣♦s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡
✐s t♦ ❢♦r❣❡t t❤❛t ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❜② t❤❡✐r ♥❛t✉r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✉t✐❧✐t②✱ ❛ ♠✐st❛❦❡ ❋r✐s❝❤ ✭✶✾✺✾✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛s ❛ ✏❤❡r❡s②✑✳
❚❤♦✉❣❤ ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭▼❛❈✉r❞② ✶✾✽✸❀ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ❋r②✱ ❛♥❞ ▼❡❣❤✐r ✶✾✾✵❀ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱

❇r♦✇♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ▼❡❣❤✐r ✶✾✾✹✮ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ❞❡♠♦♥✲
str❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❢❛❝t ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s r❡str✐❝ts t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t ❛❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞
s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❇❉■ ✐♠♣❧② ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t②❀ t❤✉s ❜♦t❤ ✐♥tr❛✲ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
t❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♦♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥s✉♠❡r✬s Pr♦❜❧❡♠

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t r❡❧② ♦♥ λ✲s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ st❛♥❞❛r❞ r❡str✐❝✲

t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t✇✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✮✱ t❤❡
✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❝♦♥s✉♠❡r ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛❝r♦ss ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡

✶



t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛s ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❜✉❞❣❡t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭●♦r♠❛♥
✶✾✺✾✮✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❜✉❞❣❡ts t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❡ ❛♥❞ st❛t❡❀
t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ t❤✐s ❜✉❞❣❡t t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❝❤♦♦s❡s ❛♠♦♥❣ n ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ✇❤✐❝❤
❛✛❡❝t ✉t✐❧✐t② ❥✉st ❛t t❤❛t ❞❛t❡✲st❛t❡✳

✷✳✶✳ ❙❡❝♦♥❞ ❙t❛❣❡ ❇✉❞❣❡t✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤✐s s❡❝♦♥❞✲st❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s
✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❛t❡✲st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❜✉❞❣❡t x ❢❛❝✐♥❣ ♣r✐❝❡s p ∈ R

n

+✳ ❆ ❝♦♥s✉♠❡r ✇✐t❤ ❛
♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U : R

n → R ✭❛ss✉♠❡❞ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡✮
♦✈❡r ❛ ✈❡❝t♦r c ∈ R

n ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ✇✐❧❧ s♦❧✈❡

V (p, x) = max
c

U(c) s✉❝❤ t❤❛t p⊤c ≤ x❀ ✭✶✮

t❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ▼❛rs❤❛❧❧✐❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ V ❀ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❧❡t ui = ∂U/∂ci ❜❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❣♦♦❞ i✱ ❛♥❞ ❧❡t u = (u1, . . . , un) ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ ✭✶✮ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ n ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

u(c) = λp, ✭✷✮

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ✭✶✮✳
■♥✈❡rt✐♥❣ ✭✷✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❋r✐s❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞s

c = f(λ, p). ✭✸✮

❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s f ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s u✳
❇❉■ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s tr❡❛t✐♥❣ t❤❡

❝♦♥s✉♠❡r ❛s t❤♦✉❣❤ ❛ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✜r♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ π(1/λ, p) = U(f(λ, p))/λ−
p⊤f(λ, p)✳ ❲❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ π ❛♥❞ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞
s②st❡♠s ✭❇❉■ r❡♣♦rt t❤❡s❡ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✮✿

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❇r♦✇♥✐♥❣✱ ❉❡❛t♦♥✱ ❛♥❞ ■r✐s❤ ✭✶✾✽✺✮ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❋r✐s❝❤
❞❡♠❛♥❞s✿

✭✶✮ π ✐s t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳
✭✷✮ −∂π/∂pi = ci = fi(λ, p)✳
✭✸✮ −∂π/∂(1/λ) = U(f(λ, p))✳
✭✹✮ f(λ, p) ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ③❡r♦ ✐♥ (1/λ, p)✳

✷✳✷✳ ❋✐rst ❙t❛❣❡ ❇✉❞❣❡t✐♥❣ ✇✐t❤ V ✳ ◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✉♠❡r✬s ❜✉❞❣❡t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r t❛❦❡s
t❤❡ ❢♦r♠

❊0

T
∑

t=1

βtV (xt, pt), ✭✹✮

✭✇❤❡r❡ t❤❡ V t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✭✹✮ ✐s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✭✶✮✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡
❊0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t✐♠❡ ③❡r♦ ❡①♣❡❝❛t✐♦♥s ♦♣❡r❛t♦r✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛t
t ✐s λt ≡ ∂V (xt, pt)/∂x✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x ✐s ❡q✉❛❧ t♦
♠✐♥✉s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s r❡❧❛t✐✈❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ✭❘❘❆✮ ✭Pr❛tt ✶✾✻✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ✭φ✮✱ ♦r

∂2V/∂x2

∂V/∂x
x = −❘❘❆ = 1/φ;

✷



❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ 1/φ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ✇❤❛t ❋r✐s❝❤ ✭✶✾✺✾✮ ❝❛❧❧s ✏♠♦♥❡② ✢❡①✐❜✐❧✐t②✑✳

✷✳✸✳ ❋r✐s❝❤ ❉❡♠❛♥❞s ❛r❡ ♥♦t ■♥✈❛r✐❛♥t t♦ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ ✇❡
♠✉st st❛t❡ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s✿ ▼❛rs❤❛❧❧✐❛♥ ❞❡♠❛♥❞s ♠✉st ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❛♥② ♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❝❛♥
♦♥❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✮ ✉♣ t♦ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ M ✳
❚❤✐s ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ♦♥❧② ✉♣ t♦ M(V (p, x))✱
❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦♥ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ♦♥❧② ✉♣ t♦ λ∂M(U)/∂U
✭t❤✐s ❧❛st ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t M ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✮✳
❚❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ▼❛rs❤❛❧❧✐❛♥ ❞❡♠❛♥❞s ❞♦❡s ♥♦t ❡①t❡♥❞ t♦ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s✳

❋r♦♠ ✭✶✮✱ ✐❢ ❛ ❝♦♥s✉♠❡r ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② U ✐♥ ❤❛s ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s f(λ, p)✱ t❤❡♥ ❛♥
♦t❤❡r✇✐s❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥s✉♠❡r ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② M(U) ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s

fM(λ, p) ≡ f

(

λ
∂M

∂U
(U(f(λ, p))), p

)

. ✭✺✮

❆ s❛❧✐❡♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U ❤❛s ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s f
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ λ✱ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♠❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
M(U) ❛♥❞ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s fM ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ fM ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❜❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ λ✳

✸✳ ❙♦♠❡ λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞s

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❇❉■✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡✲
♠❛♥❞❡❞ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ λ❀ ♦r

ci = fi(λ, p) = ai(p) + bi(λ) ✭✻✮

❢♦r s♦♠❡ ✭♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ai ❛♥❞ bi✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐t✬s ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s t❤❛t ❛r❡
λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡✱ ♦r

pf ∗

i
(λ, p) = a∗

i
(p) + b∗

i
(λ), ✭✼✮

✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ a∗

i
❛♥❞ b∗

i
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t✳

✸✳✶✳ ◗✉❛♥t✐t✐❡s λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ❇❉■ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇✐t❤
❞❡♠❛♥❞s s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✻✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

π(λ, p) = α/λ + D(p) +
n

∑

i=1

βipi log(piλ) ✭✽✮

✇❤❡r❡ D(p) ✐s s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
❘❡♠❛r❦ ✶✱ ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❇❉■ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞s

fi(λ, p) = −di(p) − βi(log(piλ) + 1), ✭✾✮

✇❤❡r❡ di(p) = ∂D/∂pi✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✸ ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
✉t✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ di(p)✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U ❛♥❞ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s
f s❛t✐s❢②

U(f(λ, p) + d(p)) = α − λ

n
∑

i=1

βipi;

✸



t❤✐s ❝❛♥❝❡❧s ♦✉t t❤❡ ✈❡❝t♦r d(p) ❢r♦♠ ❞❡♠❛♥❞s ✭✾✮✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ d(p) ❛s
♣r♦♣❡rt② ✸ r❡q✉✐r❡s✳ ■t✬s t❤❡♥ ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞s ✭✾✮ ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
❝♦♥s✉♠❡r✬s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣r♦❜❧❡♠

max
c

U(c) + λ(D(p) − p⊤c)

✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠

U(c) =
n

∑

i=1

−βi exp

(

−
ci

βi

)

. ✭✶✵✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢❡❛t✉r❡s
♥♦ s♣❡❝✐✜❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s❀ t❤❡ t❡r♠ D(p) ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛
♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✐♥❝♦♠❡✱ ♦r ♣r✐❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐♥
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠
❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳

✸✳✷✳ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ❇❉■ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡♠❛♥❞s s❛t✲
✐s❢②✐♥❣ ✭✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

π∗(λ, p) = α∗/λ + D∗(p) −
1

λ

n
∑

i=1

β∗

i
log(piλ), ✭✶✶✮

✇✐t❤ D∗(p) ❧✐♥❡❛r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳
❯s✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✇❡✬✈❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s

f ∗

i
(λ, p) + d∗

i
(p) = β∗

i
/(λpi). ✭✶✷✮

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r D∗(p) ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♣r✐❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡♥❞♦✇♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❤❡♦r❡♠ t♦ ✭✶✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✉t✐❧✐t② ♠✉st ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s U(f ∗(λ, p)+d∗(p))✳
❆♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❢♦r♠ t♦ t❤❛t ✇❡✬✈❡ ✉s❡❞ ❛❜♦✈❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡

❞❡♠❛♥❞s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ❢♦r♠✿

U∗(c) =
n

∑

i=1

β∗

i
log(c − di(p)), ✭✶✸✮

s❛✈❡ t❤❛t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❛❦❡s d(p) t♦ ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤✐s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ❜❡ ❛ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❣r❡❡ ③❡r♦✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤✐s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❜② ❙t♦♥❡ ❛♥❞ ●❡❛r② t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✭▼❛rs❤❛❧❧✐❛♥✮ ❧✐♥❡❛r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s②st❡♠❀
✐t✬s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛t ✐t ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡s ❧✐♥❡❛r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❋r✐s❝❤✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✹✳ λ✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❉❡♠❛♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥

❇r♦✇♥✐♥❣✱ ❉❡❛t♦♥✱ ❛♥❞ ■r✐s❤ ✭✶✾✽✺✮ s❤♦✇ t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ✐♥tr❛✲t❡♠♣♦r❛❧ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s
s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ λ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ V ✱ ❜✉t t❤✐s
✐♠♣❧✐❡s ♦♥❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

❊0

T
∑

t=1

βtM(V (xt, pt)), ✭✶✹✮

♥♦t ✭✹✮✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦✇ t❤✐♥❦ ♦❢ M ❛s ❛ ❵❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥✬ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥✬t ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ♣✉r❡❧② ✐♥tr❛t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ M ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❀ ❛ss✉♠❡

✹



❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t M ✐s ❛❧s♦ t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t M ♥❡❡❞
♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❛✈❡✳
❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛t t ❢♦r ❛ ❝♦♥s✉♠❡r ✇✐t❤ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t②

M(V ) ✐s λM

t
≡ ∂M(V (xt, pt))/∂x = M ′(V )V ′(xt, pt)✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x ✐s✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦r

1/φM = x

(

∂2M/∂U2

∂M/∂U
+

∂2V/∂x2

∂V/∂x

)

. ✭✶✺✮

❇r♦✇♥✐♥❣ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ❋r②✱ ❛♥❞ ▼❡❣❤✐r ✭✶✾✾✵✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✇❤❡♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡
λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛s ✐♥ ✭✻✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s φ ❛t t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

φ(xt, pt) = xt/β(pt), ✭✶✻✮

❛♥❞ t❤✉s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ❞❡❡♠ ❛♥ ✉♥❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛r❞✐✲
♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ✭✶✵✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡✬✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ t❤❛t φ ✐s ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s s❛t✐s❢② ✭✻✮✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ ✭✶✻✮ ✇❡ ❤❛✈❡

1/φM = x

(

∂2M/∂U2

+

1

β(p)

)

.

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤♦✉❣❤ λ✲s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② r❡str✐❝ts t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ U ✱ ✐t ❞♦❡s
♥♦t r❡str✐❝t t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♥s✉♠❡r ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✹✮✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s♦♠❡ ❝❛r❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ❢♦r

t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ M ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ M(U) = U
1+σ

1+σ
✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧②

1/φM =

(

σ +
x

β(p)

)

,

✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❛t φ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡✬✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐♥tr❛t❡♠♣♦r❛❧ ❋r✐s❝❤ ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡s ♥♦
r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❛✐♥ts ♦❢ ❇r♦✇♥✐♥❣ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ❋r②✱ ❛♥❞ ▼❡❣❤✐r ✭✶✾✾✵✮✳ ■t✬s t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ tr❛❞❡✲♦✛s
t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡rs ❢❛❝❡✱ ♥♦t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❡✬✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❇r♦✇♥✐♥❣✱

❉❡❛t♦♥✱ ❛♥❞ ■r✐s❤ ✭✶✾✽✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡✖
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s✳ ❋✉rt❤❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡
t✇♦ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❧s♦ q✉❛s✐✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✱ t❤❡② ❛❧s♦ ♣❧❛❝❡ ❡①tr❡♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❊♥❣❡❧
❝✉r✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❧✐♥❡❛r✳
❚❤❡s❡ t✇♦ λ✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ♣❧❛❝❡ str♦♥❣❡r r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♥tr❛t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡✲

♠❛♥❞s t❤❛♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r✱ ❛♥❞ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ♣✉t ♥♦ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠✱ ♥❡✐t❤❡r
❞♦ t❤❡② ♣✉t ❢❡✇❡r✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ❛r❡ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r ♠♦st
s❡r✐♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
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