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Abstract
In this note we derive the long-run public deficit to GDP ratio that is compatible with a sustainable public debt.

Starting from the observation that a sustainable debt policy requires that the present value of public debt

asymptotically converges to zero and that the debt to GDP ratio must be constant in the long-run, the deficit to GDP

ratio is derived that meets these two conditions.
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�� ����������� �� ��� ������� ����������� ������� �� ���� �� �������� �� ������ ����
�� ��� ������� ���� �� ����� ���� ������ ����� �� ��� ������� ���� ������ ����� ��������
� �������������� �� ���� ������� �� ������� ���� � ���� �� ������ ���� ���� �� �����������
�� ������ ������� ��������� �� ���� ��� ����� �� ��� ����������� ���� ������� � �����
��������� �������� �������� � ������� �������� �� ��� ������� ������� �� ������ ���� ����
��� ����������� ����� ���� ��� ���� �� ��� ����� ������� �������� �� ��� ��������� �����
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��� ������� ���� ��� ������ �� �������� ������� ��� ������� ������� ���� �� �������
���� ��� �� ���� ����� �� �� ����� ����� ��� ��� ������� ������� ������ �������������
��� ���� �� ��� ����� ���� ������ ������� �� ��� �������� ���� ������� �� ����������
���� ���� ��� �������� �� ��� ������� ������� �� ��� ������� ��� ��������� �������
��� �������� ���� ��� ��� ��� ������ ���� �� �������� � ������ ���� ��� ���� ������� ��
������ ��� ������� �������� � �������� ��� ������������� �������� �� ��� ������������
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�� ��� ���� ������� �� ������ ��� ������ ������ �� ��� ����� ���� �� ���������� ����
� ����������� ���� �������

� ����������� ������ ���� ��� ��� ������ �����

��� ����������� �� ������ ���� ���� ���� �� ���������� ���� �� ��������� �� ���
��������� ����������� ���������

Ḃ(t) = r(t)B(t)− S(t), ���

���� B(t) ������ ����� r(t) ∈ �R+ ��� �������� ����� S(t) ��� ���������� ������� ���������
�� �������� �������� �� ������ ����� ��� ��������� ��� ���� ��� C1 ��������� �� ���� t ���
��� ��� ���� � �������� ������ ��� ��� ���������� ���� ������� �� ���� d/dt�

������ ���� ��� ���������� ���� ��� ������� ������� �� ��� ������ s(t) = S(t)/Y (t),
�� ���� �� �� � �������� ������ �������� �� ��� ���� �� ��� ������ b(t) = B(t)/Y (t), ���
�� � ���� ���� �� ����������� �� ������ ����� φ(t) ���� ����� ����� ������ ��� �������
������� ������ ����� ��� �� ������� ��

s(t) = ψ(t) b(t) + φ(t), ���

��� �������� ���� ��� �������� ��������� ���� ������ ��� �������� ���� ������ ���� ����������� ������� ��
��� ���� ��� ������ ����� ��� ��������� �� ��� �������



����� ψ(t) ∈ �R++ �� ��� ��������� ����������� ��� ������ ��� ������� ������� ������
�� ������� �� ��� ������ ���� ����� ��� ���� �� �������������� ��� ���������� ��� ����
���������� �� ���� �� ����� ��� ���� �� ��� ����� � �������������� ������� ���������
��������� ���� ������

��� ��������� φ(t) ∈ �R \ {0} �� ���� ���� ��������� ��� �� �� ��������� �� �����
�������� ���������� ���� �� ������ �������� �� ���������� ���������� ������������ ��
�������� ��� φ(t) > 0 (< 0) ��� ����� �� ��� ������� ������� ����� ���������� �� ���
���������� �� ��� ���� ����� ���� ��� φ(t) > 0, �� ����� �� � ����������� ����� ������ ��� ��
��� ������ ����� ���� ��� φ(t) < 0, ��� ����� ������ �� ����������������

����� ��� ��� ��� ��� ���� �� ��� ����� ������� ��������� ��

ḃ(t) = (r(t)− ψ(t)) b(t)− φ(t)− g(t) b(t), ���

���� g(t) ��� ������ ���� �� ��� ���� �� ������� �� �� �������� �� �������� ���� �� ���
�� ���� �� ���� �������� �� ���� ������ �� �����

������ �� ������� �� ���� ���� ��� ��������� �� � ����������� ���� �������

��������� � ������ ���� �� ����������� �� ��� ���� �� limt→∞ e−
R
t

0
r(µ)dµB(t) = 0 ������

�� ����� � � ������ ���� ������� ��� ������ ������ �� ����� ���� �� ���� �� �������
���� ��� ���������

����� � � ��������� ��� �������� ��������� ��� ��� ������� ����� �� ������ ���� ��

�������� �� ���� ��
R t

0
ψ(µ)dµ = ∞ ��� ��� ��� ���� �� ��� ����� �� ������ �������

R t

0
ψ(µ)dµ >

R t

0
(r(µ)− g(µ)) dµ > 0 ��� t → ∞� �������������

������ ��� ������� ��� ������� ��� ���� 2

��� ���� ��������� ������ ���� ��� �������� ��������� ���� �� �������� �� ������� ���
��� ������ ������ ���� �� ������� ��� �������� ��������� ���� ������ ��� �������� ����
������ ���� �������������

�������� �� d(t) ∈ �R+ ��� ������ �� ��� ������ ���� Ḃ(t) = d(t)Y (t)� ����������� �
����� ��� ����������� ������ ������ �� ��� ����� ������ �� ��� ���������

����������� � ��� ��� ���� �������� �� �������� ���� ��� �������� ����������� ������

������ �� ��� ����� ds �� ����� ��

ds =
−φ(t) g(t)

ψ(t)− (r(t)− g(t))
for t → ∞. ���

���� ���������� ����� ��� �� ������������ �� � ������ ����� ���� ������������ ���������� ��� ���
������������� �� ���� �� ��� ��������� ������� �������� ���� �������� ������

���� �������� ���� ������ ���� ����������� �� ������� �� �� �������� �� �������� ���������� ��� ������
���������� �� ��� ���������� ����� ��� ���� � ������� ����� ��� ���������� ����� ���� ��� �� �����



������ ���� ��� �� ������ ḃ = 0 ⇔ bs = −φ/(ψ− r+ g)� �������� ��� ���� �� ��� �����
������� ��������� �� ḃ = d − gb ����� ������� bs = ds/g� ������� bs = bs ����� ��� ������
�� ��� ������������ 2

������ �� ������� ���� ��� �������������� �� ����������� � �� ���� ��� ��������� ������
���� �� ���� ������������

��������� � ������ ���� ��� ���������� ���� ��� ������� ������� ��������� �� ��� ����

�������� �� �������� ���� ����� �� ��� �������� ��� ���������� ��� �� � ������ �� ���
���� �� �� ���� � ��������������� ����� �������

������ ���� ��� ����� �� ����������� � �� ���� ���� bs = −φ/(ψ − r + g) = ds/g� ���
g > 0 ��� ψ > r − g ��� ���� ����� bs �� �������� �� ��� ���� �� φ < 0 ������ �����
������������� � ��������������� ����� ������� 2

��������� � ����� ���� ��� ���������� ���� ��� � ��������������� ����� ������ �� ��
������� � ����������� ���� ������ ��� �� �� �� � ������� � ����������� ������ ���� �� �����
���� � �������� ���������� ����� ���� ��� ��� ���������� ���� �� � �������� ���� �����
�� ��� ������� ������� �� ���� ����� ��� ������������ ��� ��� ���� �������� �� �������� ���
�� ���� �� �������� ��� ������� ������ ���� ������� � ����� �����

�� ������� ��� ���� �� �� ������ ���� ���� ��� ���� � ���� �� ��� �������� ���� ���
�� ��� ��� ������ ���� �� ����� ���� � ������ ����� ��� ������ ��� ��� ���� ������
�� ���� � ������ �������� ���� ������� � ������ �������� ���� �� ��� ����� �� ���� ���
������ ����� �� ������� ���� �� ������ �� ����� ���� ��� ��������� ψ > r − g ����������
���� ��� ���������� ������� � ����������� ���� ������� ��� ������ ������ ���� ��� ����
��������� ���� � ������ ��� ������ ���� ����� ���� ���� ������� ��������� ��� ���
������ �������� �� ����������� �������� ��� ����������� ���� ��� ���������� ��������� ���
���� ������ ����� �������� ���� ��� ����������� �� ����� ��������� ���� ��� ��������
��������

���� ������ �� ��� ����� ���������� �� ��� �� ������ ���� ���� ��� ���������� ����������
���� ��� ����� ��� �������� ��� ������� ������� ������ �� � ���� �� ������ ����� ���
������� �� ��� ����� ���� �� ��� �� ��� ���� ���� � ������ �������� ��������� ������� �
������ ������� ������ �� ���� ��� ������ �� ��� ���������� �� �������� ��� ���� �����
��� ��� ���������� ���� �� ��� ���� �������� �� �������� ���� ��� ������ ��� ���� φ ���
��� ������ �� ��� ������� ������� ������� �� � ������� �����

�� � ���� ���� �� ������ ���� ��� ������� ������� �� ��� �� ��� �������� �������
����� �������� �� ���� ����

s(t) = µ, ���

���� µ ∈ �R++� ����� ��� ���� �� ��� ����� ������� ��������� ��

ḃ(t) = r(t) b(t)− µ− g(t) b(t) ���

������ �� ������� ��� ������ ��� ���� ��� ���� ����� �� ����� ��� ��������� �����
������������� ���� �� ���� ���� � ����������� ���� ������ �� �������� ���� �� ��� ������� ����



�� ��� ����� ���� ��� ������ � ������� �������� ������

����� � �� ��� ���������� ���� ��� ������� ������� ����� �� � �������� ������ ��� ����

������ �� ����������� �� ��� ������� ���� �� ��� ����� b(0) �� ������� ���� �� ����� �� ���

�������� ����� ����� �� bcrit = µ
R
∞

0
e−

R
ν

0
(r(ξ)−g(ξ))dξdν

������ ��� ������� ��� ������� ��� ���� 2

����������� � ����� ��� ���� ��� ���� �����

����������� � ��� � �������� ������� ������� �� ��� ����� µ� ��� �������� �����������

������ ������ �� ��� ����� ds �� ����� ��

ds =
µ g(t)

r(t)− g(t)
for t → ∞. ���

������ ���� ��� �� ������ ḃ = 0 ⇔ bs = µ/(r − g)� �������� ��� ���� �� ��� �����
������� ��������� �� ḃ = d − gb ����� ������� bs = ds/g� ������� bs = bs ����� ��� ������
�� ��� ������������ 2

����������� � ����� ���� ��� ���� ���������� ������� �� ��� ������� ����� ���
������� ������� ��� ����� µ� ��� ���������� �� ��� ��� ������ ���� g� �� ������� ���
�������� ����� �� �� ������ ���� ���� ������ ������ �� r ����� � ����� ����� �� �������� ��
���� ��� �������� �� ����������� �� ��� ������ ��� ���� �������� ������ �� ���� � ������
�������� ���� ������� ������ �������� �������� �� ��� ���������� ���� ��� �� ���������
���� ���� � ����� ���� �� ��� ����� ���� ������������� ���� � ����� ������ ������ ��������
�� ���� ��� ��������� �� ��� ������� �� ����������� �� ����� ��� ���� �� ����������
���������� ���� ��� �������� ����� �� ���� �� ���� ���� ��� ���������� ������ ��� �������
������� ���� ������ ���� ������ ����� �� �������� �� ��� ��������� ���������� �����������
�� ���������� �� ��� ��������� ���������� ����������� � ��� ���� �� ��� ������� �������
����������� ��� ������ �������� �������� ������� �� � ������ �����

� ����������

�������� ���� ��� ���������� ���� ��� ������� ������� �� � ������ �������� �� ���
����� �� ������ ���� ��� ���� ��� ���� �� ��� ����� ���� �� �������� �� ��� ���������
�� �������� ��� ����������� ������ ������ �� ��� ������ �� ������ ��� ���� ��� ������
���������� ������� �� ��� �������� ���� ��� �� ��� ��� ������ ���� ��� ���������� ��
��� �������� ��������� ��� �� ��� ���������� ���� �� ��� �������� �������� ���� ��
����������� �� ������ �����

���� ��� ���������� ���� ��� ������� ������� �� � �������� ����� ���� �� �����������
�� ������ ����� ��� ����������� ������ ������ �� ��� ����� ���������� ������� �� ���
�������� ����� ��� ������ ��� ���� �������� ������� �� ���� ���� � �������� ������� �������



��� ������ �������� �������� ��� �� ��������� ���� �� ��� ���� ����� ��� ��� ������ �����
��� ������� �� ��� �������� ���� ������

��� ������ ���� ��� ������ �������� ��� ��������� ���� ������ ������ ���� �� ���
������ ��� � ��������� ��� ����� ���� ���� ��� ����� ����� �� ��� ������� ������� �����
���� �� ��� ������� ������� �������� ���� � ������� �������� �� ��� ������� ������� ��
��������� �� ���� � ���� ��� ���������� ������ ���� ��� ����������� ���� ������ �����
���������� ���������� �������� ����� �� �� ��������� �� ������ ��������� �� ��� ���� ���
������� ������� ������� �������� �� ��� ����� ���

����������

���������� ��� �������� �� ��� �� ����������� ������ ������������ �� ����� ������ ����
����� �� ����������� �������� ������� ��� ��������

����� �� ������ ���� �������������� �� ������ ������� �� � ���������� ��������� �������

�� ������ ������ ��� �������� ��� ��������

����� �� ������ ���� �������� �� ���� ������ ���� ��� ��������� ��������� ������� ��
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