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❖♥❧✐♥❡ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❡✇❜❡❧ ✭✷✵✶✷✮ ❊st✐♠❛t♦r

❆✳✶ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ t✇♦ ❡rr♦r t❡r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ε = e1 + v1 ✭✶✮

u = e2 + v2

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ ε ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t e1, e2 s♦ t❤❛t cov(e1, e2|W ) 6=
0 ✇❤❡♥❡✈❡r ρ12 = cov(ε, u|W ) 6= 0✱ ✇❤✐❧❡ cov(v1, v2|W ) = 0 ❛♥❞ cov(ei, vj |W ) = 0 ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, 2✳✶ ❉❡✲

♥♦t❡ z2 = Z2 − µ2 t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s

E(z2uε) = E(z2E(uε|W ))

= E(z2cov(u, ε|W ))

= E(z2cov(e1, e2|W )) ✭✷✮

= E(z2ρ12(z2)σ1(z2)σ2(z2)) = 0

✇❤❡r❡ σj = var(ej).

❚♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✇❛② ✐s t♦ ❤❛✈❡ ρ12, σ1 ❛♥❞ σ2 ❛s ❝♦♥st❛♥ts ♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ z2 ❛♥❞ t❛❦❡♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ ε ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts e1 ❛♥❞ e2✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ ε ♦♥ z2 ♠❡❛♥s

t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts e1 ❛♥❞ e2 s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ z2✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞

❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t v2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ t❤✐r❞

❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳✷ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ✐s t♦ ❤❛✈❡ ρ12(z2)σ1(z2)σ2(z2) ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥✲♦r❞❡r❡❞

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❡r♠s ♦❢ z2 ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦❞❞✲♦r❞❡r❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❡r♠s ♦❢ z2✳ ■❢ z2 ✐s s②♠♠❡tr✐❝

❛❧♦♥❣ ③❡r♦✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ③❡r♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❤♦✇ t♦ ❥✉st✐❢② t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s♦ ■ ❞♦ ♥♦t ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❆✳✷ ❈♦♠♠♦♥ ❋❛❝t♦r ▼♦❞❡❧

■♥ ▲❡✇❜❡❧ ✭✷✵✶✷✮✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❡tt✐♥❣

♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐t❤ e1 = α1θ ❛♥❞ e2 = α2θ ❢♦r s♦♠❡ α1, α2✳ ❲❤❡♥ θ ✐s ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ Z2✱

t❤❡ ▲❡✇❜❡❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❛❧s♦ ❜✐❛s❡❞ s✐♥❝❡ σj = αjσ
2

θ(z2)✳

✶❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ▲❡✇❜❡❧ ✭✷✵✶✷✮ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ e1 = α1θ ❛♥❞ e2 = α2θ ❢♦r s♦♠❡ α1, α2✳
✷❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ♦♥❧② ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ ▲❡✇❜❡❧ ✭✷✵✶✷✮ ✇❤❡♥ ❤❡ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ st❛t❡s t❤❛t z2 ❤❛s t♦ ❜❡

✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦r✱ ❜✉t ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ sq✉❛r❡ ♦❢ v2✳



❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦r ❤❛s ❧♦❛❞✐♥❣s t❤❛t ✈❛r② ✇✐t❤ z2✱

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❛❝t♦r ❧♦❛❞✐♥❣✱

E(z2E(e1e2|W )) = E(z2(a1(z2)θ)(a2(z2)θ))

= E(z2a1(z2)a2(z2)E(θ2|z2)) 6= 0 ✭✸✮

❲❤❡♥ θ ✐s ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝✱ ✇✐t❤ E(θ2|z2) = σ2

θ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ z2✱ t❤❡ t❡r♠ E(z2a1(z2)a2(z2)) st✐❧❧

✐♥✈♦❧✈❡s ♠♦♠❡♥ts ♦❢ z2 ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s✳

❆✳✸ ❆ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❈❛s❡

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ▲❡✇❜❡❧ ✭✷✵✶✷✮ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❤❡r❡ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦✈❛r✐❛t❡s X✱ ❛♥❞ y1 ❛♥❞ y2 ❛r❡ ♠❡❛♥ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②

r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z2 ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r y1 ❛♥❞ y2 ❛s t❤❡✐r r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥

♦t❤❡r ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ③❡r♦

y1 = y2β + ε ✭✹✮

y2 = u

❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ▲❡✇❜❡❧✬s ■❱ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✉s✐♥❣ (Z2 − µ2)u ❛s ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

βLB =
cov((Z2 − µ2)u, y1)

cov((Z2 − µ2)u, y2)
=

E((Z2 − µ2)uy1)

E((Z2 − µ2)uy2)
=

E((Z2 − µ2)E(uy1|Z2))

E((Z2 − µ2)E(uy2|Z2))
✭✺✮

✇❤❡r❡ µ2 = E(Z2)✳ ❙✐♥❝❡ Z2 ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡✱ µ2 = E(z2) = Pr(Z2 = 1)✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s

p✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E((Z2 − µ2)E(uy1|Z2)) = p(1− p)E(uy1|z2 = 1) + (1− p)(−p)E(uy1|Z2 = 0) ✭✻✮

= p(1− p) [E(uy1|z2 = 1)− E(uy1|Z2 = 0)]

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

E((Z2 − µ2)E(uy2|Z2)) = p(1− p) [E(uy2|Z2 = 1)− E(uy2|Z2 = 0)]

= V ar(u|Z1 = 1)− V ar(u|Z1 = 0) ✭✼✮

s✐♥❝❡ u = y2✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ▲❡✇❜❡❧ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t

βLB =
E(uy1|Z2 = 1)− E(uy1|Z2 = 0)

E(uy2|Z2 = 1)− E(uy2|Z2 = 0)
=

E(uy1|Z2 = 1)− E(uy1|Z2 = 0)

V ar(u|Z1 = 1)− V ar(u|Z1 = 0)
✭✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❢♦r u ❛♥❞ y ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡



♦❢ u ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❞❡✜♥❡❞ ❜② Z2✳ ❋✉rt❤❡r✱ ♣✉tt✐♥❣ y1 = y2β + ε✱ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s

E(uy1|Z2 = 1)− E(uy1|Z2 = 0) = [E(uy2|Z2 = 1)− E(uy2|Z2 = 0)]β ✭✾✮

+E(uε|Z2 = 1)− E(uε|Z2 = 0)

= [V ar(u|Z1 = 1)− V ar(u|Z1 = 0)]β

+E(e1e2|Z2 = 1)− E(e1e2|Z2 = 0)

❚❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ Z2✱ cov(v1, v2) = 0 ❛♥❞ cov(ei, vj) = 0 ❢♦r ❛❧❧ i, j = 1, 2✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s

V ar(u|Z1 = 1)− V ar(u|Z1 = 0) = V ar(e2 + v2|Z2 = 1)− V ar(e2 + v2|Z2 = 0)

= [V ar(e2|Z2 = 1)− V ar(e2|Z2 = 0)] ✭✶✵✮

+[V ar(v2|Z1 = 1)− V ar(v2|Z = 0)]

= [V ar(e2|Z2 = 1)− V ar(e2|Z2 = 0)]

■❢ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ e1 ❛♥❞ e2 t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ Z2✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② ✇❡ ❝❛♥

❤❛✈❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② ✐♥ e2 ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ v2✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

βLB =
E(uy1|Z2 = 1)− E(uy1|Z2 = 0)

V ar(u|Z1 = 1)− V ar(u|Z1 = 0)
= β +

E(e1e2|Z2 = 1)− E(e1e2|Z2 = 0)

V ar(v2|Z2 = 1)− V ar(v2|Z2 = 0)
✭✶✶✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst✲st❛❣❡ ❡rr♦r u ❢♦r t❤❡

t✇♦ ❣r♦✉♣s ❞❡✜♥❡❞ ❜② Z2 ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

v2✱ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts e1 ❛♥❞ e2 ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡

s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s✳

❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s ✇✐t❤ ✭✶✶✮ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E(e1e2|Z2 = 1)− E(e1e2|Z2 = 0) = ρ1σe1,1σe2,1 − ρ2σe1,0σe2,0 ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜s❝r✐♣t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✈❛❧✉❡ ♦❢ z2✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

V ar(u|Z1 = 1)− V ar(u|Z1 = 0) = V ar(e2 + v2|Z2 = 1)− V ar(e2 + v2|Z2 = 0)

= (σ2

e2,1
− σ2

e2,0
) + (σ2

v2,1
− σ2

v2,0
) ✭✶✸✮

❆s ❛ ✇❤♦❧❡✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ z✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑❧❡✐♥ ❛♥❞ ❱❡❧❧❛ ✭✷✵✶✵✮ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❛t ρ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱

t❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s ρ(σe1,1σe2,1 − σe1,0σe2,0) ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ e1



❛♥❞ e2 ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ Z2 ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ ❜✐❛s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ρ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ σe2 ❛♥❞ Z2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ e ❛♥❞ v ❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡

s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ σe2

❛♥❞ Z2✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛s ρ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ρ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❜✐❛s

❢♦r t❤❡ ❖▲❙ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡ ❜✐❛s ✐s t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❖▲❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②

✐♥ e1 ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ Z2 ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❛t ❢♦r e2✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❜✐❛s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✭✶✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t s✐❣♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s✳

❇ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❑❧❡✐♥ ❛♥❞ ❱❡❧❧❛ ✭✷✵✶✵✮ ❊st✐♠❛t♦r

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❛rr❡✱ ❑❧❡✐♥ ❛♥❞ ❱❡❧❧❛ ✭✷✵✶✸✮✱ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

st❡♣s✿

✶✳ ❯s❡ ❖▲❙ ♦♥ t❤❡ ✜rst✲st❛❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s û✳

✷✳ ❘❡❣r❡ss ln(û2) ♦♥ X ✭❛♥❞ Z ✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t δ̂u✳ ❈♦♥str✉❝t Ŝu = exp(Z2iδ̂u)✳
✸

✸✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❡ ♠❛② r❡♣❡❛t st❡♣ ✶ ❛♥❞ ✷ ✉s✐♥❣ ❋●▲❙ ✇✐t❤ Ŝu ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✹✳ ❊st✐♠❛t❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs β1✱ β2✱ ρ ❛♥❞ δε ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ β1✱ β2 ❛♥❞ ρ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

n
∑

i=1



y1i − β1y2i −X ′

iβ2 − ρ

√

exp(Z ′

2iδ̂ε)
√

exp(Z ′

2iδ̂u)
ûi





2 ✭✶✹✮

❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✭β1✱β2✱ρ✮✱ ✇❡ r❡❣r❡ss ln(ε̂2i ) ♦♥ X✱ ✇❤❡r❡ ε̂i = y1i − β1y2i − X ′

iβ2 t♦ ♦❜t❛✐♥ δ̂ε✳

❚❤❡♥✱ ♣✉t ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✹✮ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✹

✺✳ ❯s❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β1 ❛♥❞ β2 t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ t❡r♠✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ δ̂ε ❛♥❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡

❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡r♠✳ ❚❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❖▲❙ ❜② r❡❣r❡ss✐♥❣ y1i ♦♥ y2i✱ Xi ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
(

√

exp(X ′

i δ̂ε)/
√

exp(X ′

i δ̂u)

)

ûi t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡✳✺

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ❡st✐♠❛t♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜rst✲st❛❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❑❧❡✐♥ ❛♥❞ ❱❡❧❧❛ ✭✷✵✶✵✮✱ ✐t

✐s str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✐♥str✉♠❡♥ts Z ✐♥ st❡♣s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛❜♦✈❡✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❢r❡❡❧② ✐♥❝❧✉❞❡

t❤✐s Z ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❡rr♦r t❡r♠s✳

✸❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ Su ❤❡r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r r❡✲
❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠s
t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ρ✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❧♦❣ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ st❛❜❧❡✳

✹❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ✐s ❛❣❛✐♥ ♦♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ρ✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t t♦ ♥♦t❡ ✐s t❤❛t✱ s✐♥❝❡ s♦♠❡ r❡s✐❞✉❛❧s
❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❧♦❣ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ r❛t❤❡r s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤✳ ■ s♠♦♦t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ln(ε̂i

2 +1/n) t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ✈❡r② s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡rs✳

✺❚❤✐s st❡♣ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜② ❋❛rr❡✱ ❑❧❡✐♥ ❛♥❞ ❱❡❧❧❛ ✭✷✵✶✸✮✳



❈ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡✇❜❡❧ ✭✷✵✶✷✮ ❊st✐♠❛t♦r

❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ✐✈❧❡✇❜❡❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥ ❘ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❡✇❜❡❧ ✭✷✵✶✷✮

❡st✐♠❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ✐ss✉❡ ✐s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡s ❢♦r t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡

✐ss✉❡ ✐s t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ▲❡✇❜❡❧ ❡st✐♠❛t♦rs✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡② t❡♥❞

t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ r❡❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ✭♦r ❛❝t✉❛❧ s✐③❡✮ ♦❢ t❤❡ ❏ t❡st ❢♦r ♦✈❡r✲✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧

❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ✉♥❞❡r✲r❡❥❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐♠✐♥✐s❤ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s

t❤❡ ▲❡✇❜❡❧ ❝❛s❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ s♦ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❡st

❜❡s✐❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡✳

■ ❤❛✈❡ ♦♥❧② s❤♦✇♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s ✇✐t❤ K = 3✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❝❛s❡s ♦❢ ♦t❤❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs ❛♥❞

❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ ❝❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐✈❧❡✇❜❡❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥ ❘✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✭✇✐t❤ r♦❜✉st t✉r♥❡❞

❚❘❯❊✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✉s❡s t❤❡ ✐✈r❡❣✷❤ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ♦♣t✐♦♥ r♦❜✉st ❛♥❞ ❣♠♠✷s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤

❝♦❧✉♠♥s s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t✇♦ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ■ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❘✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❡st✐♠❛t❡

❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ❢♦✉r s❡ts ♦❢ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✭✸✮ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭♦r ▲❡✇❜❡❧✱ ✷✵✶✷✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✮✳

▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✶ ✉s❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ●▼▼ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐t② ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐①✻✱ ✇❤✐❧❡ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✷ ✉s❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐①✼✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✶✵✵✵✵✱ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡s ✉s✐♥❣

t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ▲❡✇❜❡❧ ✭✷✵✶✷✮ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ ❘ ❛♥❞ ❙t❛t❛ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧

✈❛❧✉❡ ♦❢ ✺✪✱ ❜✉t ❛r❡ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✸✪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ■ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❢♦r ✐✈❧❡✇❜❡❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥ ❘✽✱ ✐t ✉s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✜rst

st❛❣❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ▲❡✇❜❡❧ ✐♥str✉♠❡♥ts ❜❡❢♦r❡ ✜tt✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡

●▼▼ s②st❡♠✳ ■t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡s❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧

❏ st❛t✐st✐❝s✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳✾ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r✲✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

t❡st✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ●▼▼ s②st❡♠ ✭♦r t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❏ st❛t✐st✐❝s ✐♥

s♦♠❡ ✇❛②s t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡①♣❧♦r❡❞ ❤❡r❡✳✮

❇❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✷✱ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✷ s❡❡♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛✲

t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❣✐✈❡

♠♦r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✷ ❢♦r t❤❡

▲❡✇❜❡❧ ●▼▼ ♠❡t❤♦❞✳

✻■t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♦❢ ❣♠♠ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥ ❘ ✇✐t❤ ✈❝♦✈❂✑✐✐❞✑
✼❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✜rst st❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠❡❛♥s ♦❢ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ■
❢❡❡❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ✐♥t♦ t❤❡ ❣♠♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✈❝♦✈❂✧❚r✉❡❋✐①❡❞✧ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ ❣♠♠✳

✽❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝r❛♥✴✐✈❧❡✇❜❡❧✴❜❧♦❜✴♠❛st❡r✴❘✴❧❡✇❜❡❧✳❡st✳❘
✾■ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙t❛t❛ ♠♦❞✉❧❡✱ ❜✉t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡

t❤❛t ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞✳



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆❝t✉❛❧ ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ❘❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❏ ❚❡st ❲✐t❤ ✺✪ ◆♦♠✐♥❛❧ ❙✐③❡ ❯♥❞❡r ❱❛r✐♦✉s ❊st✐♠❛t♦rs
n K δu1 δu2 δε1 δε2 ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ❘❛t❡ ♦❢ ❏ ❚❡st ❛t ✺✪ ▲❡✈❡❧

✐✈❧❡✇❜❡❧ ✐♥ ❘ ✐✈r❡❣✷❤ ✐♥ ❙t❛t❛ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✷

✺✵✵ ✸ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵ ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✹✻✽ ✵✳✵✷✷✸ ✵✳✵✻✽✼

✷✵✵✵ ✵✳✵✸✺✸ ✵✳✵✸✺✹ ✵✳✵✹✹✵ ✵✳✵✺✻✶

✺✵✵✵ ✵✳✵✸✵✻ ✵✳✵✸✷✷ ✵✳✵✹✼✺ ✵✳✵✺✷✵

✶✵✵✵✵ ✵✳✵✸✷✼ ✵✳✵✷✾✹ ✵✳✵✺✶✵ ✵✳✵✺✸✵

✺✵✵ ✸ ✵✳✺ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵ ✵✳✵✸✸✾ ✵✳✵✸✾✵ ✵✳✵✹✺✼ ✵✳✵✺✽✽

✷✵✵✵ ✵✳✵✸✶✼ ✵✳✵✸✷✽ ✵✳✵✹✽✹ ✵✳✵✺✶✷

✺✵✵✵ ✵✳✵✸✸✶ ✵✳✵✸✶✺ ✵✳✵✺✷✷ ✵✳✵✺✸✷

✶✵✵✵✵ ✵✳✵✸✵✽ ✵✳✵✸✷✶ ✵✳✵✹✼✸ ✵✳✵✹✼✾

✺✵✵ ✸ ✵✳✽ ✵✳✽ ✵✳✸ ✵ ✵✳✵✸✹✶ ✵✳✵✸✽✵ ✵✳✵✺✻✺ ✵✳✵✺✻✶

✷✵✵✵ ✵✳✵✸✻✵ ✵✳✵✸✺✵ ✵✳✵✺✷✽ ✵✳✵✺✷✾

✺✵✵✵ ✵✳✵✸✼✶ ✵✳✵✸✺✸ ✵✳✵✺✷✻ ✵✳✵✺✷✾

✶✵✵✵✵ ✵✳✵✸✸✸ ✵✳✵✸✻✵ ✵✳✵✹✼✶ ✵✳✵✹✻✾
◆♦t❡✿ P❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ t❡①t ❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❛t ❧❡❛st ✶✵✵✵✵✳

❉ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊st✐♠❛t♦r

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡t✉♣s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ t✇♦

❡rr♦r t❡r♠s ❢♦❧❧♦✇ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss✉♠❡❞✱ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

L(β, γ, δ, ρ) =
n
∑

i=1

[

−ln(2π)− ln(su,isε,i)−
1

2
ln(1− ρ2)− 1

2(1− ρ2)
(ũ2i + ε̃2i − 2ρũiε̃i)

]

✭✶✺✮

✇❤❡r❡

ε̃i =
y1i − y2iβ1 −Xiβ2

sε,i
✭✶✻✮

ũi =
y2i − Ziγ1 −Xiγ2

su,i
✭✶✼✮

sε,i =
√

fε(Z ′

2iδε) ✭✶✽✮

su,i =
√

fu(Z ′

2iδu) ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞❡① ✐s ✜①❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✶ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ Z2✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s✳ ❋✐rst✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ ❢r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✱ ❛♥

✉♥❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ♦❝❝✉r✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♠♦❞❡❧✶✵✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❢♦r ❛ t❛✐❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞❡① Z ′

iδ ✇✐t❤ ♥♦ ♦r ❢❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

♥❡❛r❜②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡r② ❧♦✇ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣

✶✵■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠❛② ✜t ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❡①❛❝t❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✜t ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ❛s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳



t♦ ❛ s♣✉r✐♦✉s❧② ❤✐❣❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s s❡t ❝❧♦s❡r ❛♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ ✶✱

t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❧❛r❣❡r✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s s♣✉r✐♦✉s❧② ❤✐❣❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡✱ ■ ❤❛✈❡

❛❞♦♣t❡❞ ❛ ❢❡✇ ♠❡❛s✉r❡s✳

✭✶✮ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞❡①✱ ■ ❛♣♣❧② ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

fj(w) = P (Φ(w), γj)

✇❤❡r❡ Φ ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢

w = δ′z2✳ P r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱

t❤❡ t❛✐❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✈❡r② ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✜tt✐♥❣ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡

♥❡❡❞❡❞ ✐❢ Z2 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣ t❛✐❧✳

✭✷✮ ■ ❤❛✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♦ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ❡rr♦rs ❛r❡ ♥♦t ❜❡❧♦✇

✵✳✶✺ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛❜♦✈❡ ✵✳✾✵ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦

♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ✇❤❛t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧② ✐♥

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■ ✐♠♣♦s❡ t❤✐s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ❢♦r ❛♥② ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✿

Lp = L+ 10000
n
∑

i=1

(min(0, sε,i − 0.15))2 + 10000
n
∑

i=1

(min(0, su,i − 0.15))2 + 10000
n
∑

i=1

(max(0, |ρi| − 0.9))2

❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❤❡ss✐❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❢❛✐❧s t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✳

❋♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❜♦♦tstr❛♣ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛♥❞ t❡sts ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐❛ ✭❆■❈✮ ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r

❢♦r♠s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s s♣❧✐♥❡s✳✮ ❍❡r❡ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❑❧❡✐♥✲❱❡❧❧❛ ❛♥❞

▲❡✇❜❡❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✜① t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛t ✹✳

❚❤♦✉❣❤ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❡r❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ▲■▼▲✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ❧❡❛❞✲

✐♥❣ t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❜✐❛s ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❛r❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦r✱ t❤❛t ✐s ✐❢ χ2 ∼ χ2(p)✱

vji =
χ2 − p√

2p
,

✇✐t❤ p = 5 ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❞✐❛♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❡rr♦rs✳

❊ ❊①tr❛ ❚❛❜❧❡s ♦❢ ❘❡s✉❧ts

❍❡r❡ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❛r❡ ❈❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❢r❡❡❞♦♠✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♠❡❛♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥❡✳



❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❉❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❑❧❡✐♥ ❛♥❞ ❱❡❧❧❛ ❋♦r♠ ♦❢ ❍❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✱ ❈❤✐✲sq✉❛r❡✭✺✮

❊rr♦rs
n K δu1 δu2 δε1 βOLS βLB,GMM J βKV,✷✲st❡♣ βLB,ML βKV,ML βAIC ❆■❈

♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ❝♦rr❡❝t

✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭✪ p < 0.05✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ r❛t❡

✺✵✵ ✸ ✵✳✹ ✵✳✹ ✵✳✸ ✵✳✹✸✺✸ ✵✳✷✻✸✷ ✷✳✺✻✵ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✷✽✻✵ ✵✳✵✷✺✻ ✵✳✶✷✵✺ ✵✳✻✸✵

✭✵✳✸✼✸✱✵✳✹✾✻✮ ✭✵✳✶✺✶✱✵✳✸✼✸✮ ✭✵✳✶✻✶✮ ✭✲✵✳✸✺✶✱✵✳✷✸✼✮ ✭✵✳✶✼✺✱✵✳✸✽✽✮ ✭✲✵✳✷✼✵✱✵✳✷✸✾✮ ✭✲✵✳✷✶✾✱✵✳✸✷✼✮

✺✵✵ ✸ ✵✳✹ ✵✳✹ ✲✵✳✸ ✵✳✹✶✶✻ ✵✳✶✺✶✻ ✷✳✺✻✼ ✵✳✵✶✸✹ ✵✳✶✻✸✺ ✲✵✳✵✵✻✻ ✵✳✵✸✻✻ ✵✳✻✽✾

✭✵✳✸✺✻✱✵✳✹✻✽✮ ✭✵✳✵✺✽✱✵✳✷✸✽✮ ✭✵✳✶✺✾✮ ✭✲✵✳✶✾✶✱✵✳✶✺✵✮ ✭✵✳✵✺✺✱✵✳✷✻✷✮ ✭✲✵✳✶✽✶✱✵✳✶✸✻✮ ✭✲✵✳✶✺✽✱✵✳✶✾✽✮

✺✵✵ ✸ ✵✳✷✺ ✵✳✷✺ ✵✳✸ ✵✳✹✽✷✼ ✵✳✸✷✹✻ ✷✳✻✼✷ ✵✳✵✹✷✵ ✵✳✸✸✺✺ ✵✳✵✽✶✾ ✵✳✶✻✹✶ ✵✳✺✾✽

✭✵✳✹✶✽✱✵✳✺✹✺✮ ✭✵✳✶✺✼✱✵✳✹✾✺✮ ✭✵✳✶✼✻✮ ✭✲✵✳✺✵✾✱✵✳✹✵✷✮ ✭✵✳✶✷✸✱✵✳✺✷✸✮ ✭✲✵✳✺✹✻✱✵✳✹✽✹✮ ✭✲✵✳✹✺✷✱✵✳✹✼✸✮

✺✵✵ ✸ ✵✳✼ ✵ ✵✳✸ ✵✳✹✹✺✽ ✵✳✸✷✵✺ ✶✳✺✹✺ ✵✳✵✸✻✼ ✵✳✸✹✸✵ ✵✳✵✺✷✼ ✵✳✷✺✶✶ ✵✳✹✾✸

✭✵✳✸✽✺✱✵✳✺✵✼✮ ✭✵✳✶✾✾✱✵✳✹✸✾✮ ✭✵✳✵✺✻✮ ✭✲✵✳✹✾✺✱✵✳✸✺✽✮ ✭✵✳✷✷✶✱✵✳✹✹✽✮ ✭✲✵✳✺✷✸✱✵✳✸✽✾✮ ✭✲✵✳✸✻✾✱✵✳✹✷✷✮

✺✵✵ ✶✵ ✵✳✷✺ ✵✳✷✺ ✵✳✸ ✵✳✹✶✵✵ ✵✳✷✸✷✵ ✶✶✳✵✶ ✵✳✵✸✻✹ ✵✳✷✺✹✺ ✵✳✵✸✽✼ ✵✳✶✼✷✸ ✵✳✺✶✹

✭✵✳✸✺✵✱✵✳✹✻✼✮ ✭✵✳✶✸✾✱✵✳✸✷✺✮ ✭✵✳✶✹✵✮ ✭✲✵✳✶✻✼✱✵✳✶✾✺✮ ✭✵✳✶✻✸✱✵✳✸✹✺✮ ✭✲✵✳✶✾✸✱✵✳✷✷✸✮ ✭✲✵✳✶✹✷✱✵✳✸✶✻✮

✺✵✵ ✶✵ ✵✳✼ ✵ ✵✳✸ ✵✳✹✹✹✺ ✵✳✸✸✵✸ ✾✳✹✹✾ ✵✳✵✾✹✸ ✵✳✸✹✺✽ ✵✳✷✵✹✺ ✵✳✷✾✷✽ ✵✳✸✻✶

✭✵✳✸✽✹✱✵✳✺✵✺✮ ✭✵✳✷✶✸✱✵✳✹✹✻✮ ✭✵✳✵✻✻✮ ✭✲✵✳✷✶✸✱✵✳✸✽✹✮ ✭✵✳✷✸✼✱✵✳✹✺✶✮ ✭✲✵✳✷✵✺✱✵✳✺✷✷✮ ✭✵✳✵✷✶✱✵✳✹✻✵✮

✶✵✵✵ ✸ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✹✻✽✵ ✵✳✷✾✾✸ ✸✳✾✼✺ ✵✳✵✶✻✵ ✵✳✸✶✻✻ ✵✳✵✶✵✸ ✵✳✵✺✻✷ ✵✳✼✹✾

✭✵✳✹✷✻✱✵✳✺✶✶✮ ✭✵✳✶✾✾✱✵✳✸✾✾✮ ✭✵✳✸✵✺✮ ✭✲✵✳✸✷✹✱✵✳✷✷✻✮ ✭✵✳✷✵✸✱✵✳✹✶✶✮ ✭✲✵✳✷✽✶✱✵✳✷✷✼✮ ✭✲✵✳✷✺✺✱✵✳✸✷✶✮

✶✵✵✵ ✸ ✵✳✼ ✵ ✵✳✸ ✵✳✹✹✷✾ ✵✳✸✶✼✶ ✶✳✹✾✵ ✵✳✵✵✹✼ ✵✳✸✹✻✸ ✵✳✵✶✹✸ ✵✳✶✽✶✼ ✵✳✺✻✷

✭✵✳✹✵✵✱✵✳✹✽✾✮ ✭✵✳✷✸✹✱✵✳✹✵✶✮ ✭✵✳✵✹✾✮ ✭✲✵✳✹✶✶✱✵✳✷✺✶✮ ✭✵✳✷✻✺✱✵✳✹✷✹✮ ✭✲✵✳✷✽✵✱✵✳✷✹✽✮ ✭✲✵✳✷✶✷✱✵✳✸✽✾✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ✐s ✷✵✵✵✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❡rr♦r ✐s s❡t ❛t ❛❜♦✉t
✵✳✺✳ δu1 ✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ X✱ ✇❤✐❧❡ δu2
✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ X ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r ❢♦r δε1 ❛♥❞ δε2 ❛♥❞ ■ s❡t δε2 = 0✳ ❚❤❡ J st❛t✐st✐❝ ✐s t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝ ✉♥❞❡r t❤❡ ▲❡✇❜❡❧ ●▼▼ ♠❡t❤♦❞✳ βAIC r❡♣♦rts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❆■❈
✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ▼▲ ❡st✐♠❛t♦rs✳



❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❉❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡✇❜❡❧ ❋♦r♠ ♦❢ ❍❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✱ ❈❤✐✲sq✉❛r❡✭✺✮ ❊rr♦rs

n K δu1 δu2 δε1 βOLS βLB,GMM J βKV,✷✲st❡♣ βLB,ML βKV,ML βAIC ❆■❈

♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ♠❡❞✐❛♥ ❝♦rr❡❝t

✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭✪ p < 0.05✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ ✭q✶✵✱q✾✵✮ r❛t❡

✺✵✵ ✸ ✵✳✺ ✵✳✺ ✵✳✸ ✵✳✹✵✽✶ ✵✳✵✶✵✺ ✶✳✺✺✵ ✲✵✳✺✸✾✼ ✲✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✺✺✵✹ ✲✵✳✵✸✹✸ ✵✳✽✷✵

✭✵✳✸✹✸✱✵✳✹✼✺✮ ✭✲✵✳✶✺✹✱✵✳✶✺✼✮ ✭✵✳✵✻✸✮ ✭✲✶✳✷✺✹✱✲✵✳✵✾✻✮ ✭✲✵✳✶✻✹✱✵✳✶✺✸✮ ✭✲✶✳✶✾✾✱✵✳✺✷✼✮ ✭✲✵✳✻✷✵✱✵✳✶✹✻✮

✺✵✵ ✸ ✵✳✺ ✵✳✺ ✲✵✳✸ ✵✳✹✶✷✹ ✵✳✵✶✷✷ ✶✳✺✹✺ ✲✵✳✷✾✻✶ ✵✳✵✶✽✻ ✲✵✳✸✵✹✶ ✲✵✳✵✼✶✹ ✵✳✻✶✶

✭✵✳✸✺✵✱✵✳✹✼✺✮ ✭✲✵✳✶✹✸✱✵✳✶✹✼✮ ✭✵✳✵✻✵✮ ✭✲✵✳✽✻✹✱✲✵✳✵✵✶✮ ✭✲✵✳✶✹✶✱✵✳✶✻✶✮ ✭✲✵✳✻✾✹✱✲✵✳✵✸✾✮ ✭✲✵✳✺✶✷✱✵✳✶✶✼✮

✺✵✵ ✸ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✹✻✼✶ ✵✳✵✻✵✹ ✶✳✺✼✺ ✲✵✳✷✶✾✺ ✲✵✳✵✵✽✼ ✵✳✵✼✼✻ ✲✵✳✵✶✸✶ ✵✳✻✼✺

✭✵✳✹✵✹✱✵✳✺✷✻✮ ✭✲✵✳✷✺✹✱✵✳✸✵✻✮ ✭✵✳✵✼✼✮ ✭✲✶✳✵✸✷✱✶✳✸✾✺✮ ✭✲✵✳✸✵✸✱✵✳✸✸✵✮ ✭✲✶✳✶✼✺✱✷✳✶✶✹✮ ✭✲✵✳✺✺✸✱✶✳✷✼✻✮

✺✵✵ ✸ ✵✳✽ ✵ ✵✳✸ ✵✳✹✷✷✸ ✵✳✵✶✼✹ ✶✳✺✷✷ ✲✵✳✺✼✼✺ ✲✵✳✵✶✽✹ ✲✵✳✻✾✼✽ ✲✵✳✵✹✵✺ ✵✳✼✻✻

✭✵✳✸✺✺✱✵✳✹✽✼✮ ✭✲✵✳✶✼✹✱✵✳✶✽✸✮ ✭✵✳✵✻✺✮ ✭✲✶✳✹✶✼✱✶✳✶✺✻✮ ✭✲✵✳✷✶✼✱✵✳✶✼✶✮ ✭✲✶✳✷✺✾✱✷✳✶✽✵✮ ✭✲✵✳✽✷✸✱✵✳✸✶✶✮

✺✵✵ ✶✵ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✸✾✶✽ ✵✳✵✹✶✽ ✾✳✾✾✷ ✲✵✳✷✹✹✽ ✵✳✵✸✾✺ ✲✵✳✷✻✹✶ ✵✳✵✶✶✸ ✵✳✽✶✸

✭✵✳✸✸✵✱✵✳✹✺✽✮ ✭✲✵✳✵✾✷✱✵✳✶✼✸✮ ✭✵✳✶✵✵✮ ✭✲✵✳✺✺✷✱✲✵✳✵✷✶✮ ✭✲✵✳✵✽✷✱✵✳✶✻✻✮ ✭✲✵✳✼✶✼✱✵✳✵✾✼✮ ✭✲✵✳✷✾✼✱✵✳✶✺✸✮
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